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PROCESSI STOCASTICI A TEMPO
DISCRETO

{Yi(w)}tez: un processo stocastico a tempo
discreto (t € Z) €& una collezione indicizzata di
variabili casuali (Y;(w)) definite su uno spazio
di probabilta (£2,.A, P) a valori in (IR, B).

Yi,(w) (con tg fissato) & una variabile casuale
(cioé una funzione misurabile di w)

Y;(wg) (con wg) fissato & una successione di
numeri reali (realizzazione o traiettoria del pro-
Cesso)

- Yto(wO) c R



MOMENTI DI UN PROCESSO
STOCASTICO

e Valore atteso
E[Yi] =

e Varianza
Var[yy] = E[(Y; — pe)?] = o7

e Autocovarianza
Cov[Y:, Yi_g] = E[(Y: — pt) (Yo — 1e—)] = 2

2
= Yt,0 = 0t

e Y;=03t+¢e cone IID N(O,02)

pt = Bt

Yer = EYiY;_g] — B2t(t — k) =

E[B%t(t — k) + e1B(t — k) + 1Bt + eter_p] =

e k>0
T ]l E[e3] =062 k=0



STAZIONARIETA' DEBOLE
(o del II ordine)

pt = Vi

Ytk = Yk Vit k (:>0'752:0'2\V/t)

= v = Cov[Yt, Y} ] = Cov[Yjqp, Yqp—kl =
= Cov[Yiqp, Y] = vk
STAZIONARIETA' FORTE
(o in senso stretto)
Vk,t1,...,t%

F(Ye,Yiqiys-o o Yoqy ) = F(t1,..., 1)



o Se {Y;:}4cz € fortemente stazionario e
E[Y?] < co allora

{Yi}iem © anche debolmente stazionario.

e Se {Y:}+cm € debolmente stazionario e
Il processo € gaussiano

(le Vk,tq,... s Uk (Y757Y;5—|—t17 . °7Yt—|—tk) ~ Nl{:—l—l)
allora

{Yi}iem € anche fortemente stazionario.



AUTOCORRELAZIONE (globale)

Misura il legame lineare fra due componenti del
Processo.

Ytk
V1,07t —k,0

Corr[Yy, Y] = pri—i =

Se il processo € debolmente stazionario allora

Yk
Pk — —
Y0
Proprieta :
o Pk S [_17 1]
®po=1
® P — P—k

E' utile nella identificazione dell’ordine di un
modello lineare.

Allo stesso scopo si calcola la funzione di auto-
correlazione parziale.



AUTOCORRELAZIONE PARZIALE

Misura il legame lineare fra due componenti Y}
e Y;_;. del processo al netto del legame lineare
con le componenti intermedie Y;_1,...,Y;_fy1.

Corr[Ye, Vi _glYi—1,. ., Yipy1]l = m

e Come calcolare my

1)
1 pL Tt Pk—2 P1
p1 I - pg—3 p2
_ |1 Pk=1 Pk-2 " P1 Pk
T —
1 P1  Pk—2 Pk—1
P1 I - pg—3 pg-2
Pk—1 Pk—2 -*° Pl 1
(|- | = funzione determinante della matrice)

2) Stimare la seguente regressione lineare

Yi=a1Yi 1+t ap_ 1Y g1 T Yk T e

-



WHITE NOISE
{e1}1ez & un processo WN(0,0?) se
a) E[es]] =0 V1t
b) E[€t2]=02<oo vVt

C) Eletes] =0 V t#s

e Condizioni alternative:

1) & stocasticamente indipendente da e
Vit#s
al posto di ¢)

2) e, ~ N(0,02) V ¢
al posto di a), b).

e W N sono le innovazioni o errori di un modello
per serie storiche.



DECOMPOSIZIONE DI WOLD

Ogni processo debolmente stazionario {Y: }icz
pud essere decomposto in due componenti di
Cui una deterministica e |I'altra stocastica

+o0
Y: = f(t) + Z Yigt—i

1=0
dove ey ~ WN, ¢o =1 e X% 92 < +oo.

INVERTIBILITA’

Dato un processo stazionario si puO calcolare
univocamente la sua funzione di autocorrelazione.
NON e vero il contrario, cioe Ci possono essere
piu processi con la stessa funzione di autocor-
relazione.

MA uno solo di questi processi sara anche in-
vertibile.

{Yi}iem € detto invertibile se esiste una fun-
zione lineare h(-) e un processo WN {e:} tali
che

Ye=h(Yi—1,Y:2,...) + &



STIME DEI MOMENTI

Si possiede la serie storica dei dati osservati
(y1,...,y7r) di un processo stazionario.

1 & _
o ILL = Tt;]_ yt = y
@ € non distorto.

E’' anche consistente se Y 22 1 |p;| < oo
(condizione di ergodicita in media)

N.B. Se il processo € gaussiano tale condizione
assicura la consistenza dei momenti di ogni or-
dine.

~ 1 Tk ~ —~
* V=1 X W= B Wrrr — 1)
1 € asintoticamente non distorto.

U

2

Q)

—~ 1 T ~\2
. Yo=1 L (v =)

(]
)
=

I

Q)‘ )
o=
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PROPRIETA" ASINTOTICHE DI p;. e
PER SERIE PURAMENTE CASUALI

E[pr] = —7 Var[py] £ 7
e N(—%, %)
U
1Co.95(pk) = (—\/QT \/QT)

o ICq o5(m) = (—

o
P

e Portmanteau test sui residui di un modello
lineare (Box, Jenkins 1970)

M
Q=T pp~Xit_p_q M € (15, 30)
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OPERATORE DIFFERENZA L
LY; =Y; 1 L*Y; =Y,
e Possiede le proprieta algebriche della molti-
plicazione:
- associativa

- distributiva rispetto alla somma
- commutativa rispetto alla moltiplicazione

e [.c = c per c costante

e Sece(—1,1) allora

©. @)
(1—cL) ! = Z 'L’
1=0
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MODELLI LINEARI
Nel seguito {&;} ~ WN(0,o?)
e Modelli a media mobile M A(q)

q
Y%Im—|— Z bjgt—j‘l'gt

j=1

q |
Vi=m+ 1+ > bjL))e = m + b(L)e
j=1

e Modelli autoregressivi AR(p)

p
Yi=m+ ) a;Yi_;+e
i=1

p :
a(L)Yi= (1= 3 ;L)Y =m+e
i=1
e Modelli ARMA(p, q)

P q
Yi=m+ ) aiYi i+ ) bjer—j+et
i=1 =1
a(L)Y; = m 4 b(L)ey
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MA(1)
Y;g —m —|— blgt—l —|— Et — MM —|— (1 —|— blL)ét
E[Yt] = m

ve.0 = E[(Yi—m)?] = E[e?+b3e? {+2bretey_1] =
= (14b3)0% =10

v1 = E[(er + b1er_1)(e4—_1 + b1er_2)] = byo?
Y. = 0 E>1

P1 = 1412

pr =0 k>1

= MA(1) debolmente stazionario

MA(1) invertibile solo se |b1| < 1 perche

1
Zt = m +5t —|— —E&t—1
b1
possiede la stessa funzione di autocorrelazione

di Y;

oo ..
Yi(l+hLl)t=e = Y3 (-b))'L'=¢g

1=0
o0 .
Yi =et+ _Zl(—bl)zyi—z'
1=
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MA(q)

q
=ma 2 bjg—j e =
j:
q .
=m-4+ (1+ .Zl b;L7)et = m + b(L)ey
]:

E[Y;] =m

q
Yo = 02(1 + > b%)
J:

2<k<gq
Vi = 02(by, + b1bgy1 + bobgyo + - + by_gbg)

k> q Y = O
= MA(q) debolmente stazionario.

Invertibile se le g radicCi z1,...,zq di

q .
b(z) =14 ) bjz? =0

=1
sono tali che |z;]| > 1 i=1,...,q

e Inoltre m. decadono verso O con k£ — oo.
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MA(2)
vo = 02(1 4+ b3 4 b3)
v1 = 02(b1 + bob1)
Vo = 02by
M A(0)

o0
S/t —m —|— Et —I— '21 bjgt—j
]:

©.@)
Se > |bj| < oo allora il processo & stazionario.
j=1
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AR(1)

Vi=m+a1Yi 1 +e
(1 —a1l)Y, =m+ ¢

Sela1| < lalloraY; = m+€t = (m-e) Z ay L' =

=m Z aj + Z ajei—;
1=0 =0

E[i/t] — 1

o0 . 2 2 o0 2
Y0 = E[(_ZO ajer—i)l =o ,ZO at = =%
1=— 1=

2

k<O

v = E [(éﬁo a%f‘:t—z) (éﬁo aﬁ%—k—z‘)] —

k+1 k+2 2 —
E[a]fst_k—I-al_'_ alst_k_1—|—a1+ af€t_p_o+...] =
K
a
= alfaz(l —+ a% -+ a‘l1 +...) = 1—2%02

= pr, = af

Quindi se |a1| < 1 il processo & stazionario.
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AR(1) : calcolo dei momenti (2)

Si assume la stazionarieta

p=EY:] =E[m+4a1V;_1+¢&] =m+ap

—_ . m
= 'u_l—al

70 = Varl¥i] = Var[m+a1V; 14 = a3ro+o0?

— 2
= 70_102 = a1<1

e =El(Y — ) (Y — )] =
= E[(p(1 —a1) + a1Vi—1 + et — ) (Vg — )]
= E[(a1(Yic1 —p) +e) (Vi — )] =
= a1Vk—1

= = af
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AR(2)

Yi=m+a1Y 1 +a2Yr 2+ ¢
(1 —a1L —axLl®)Y; = a(L)Y; = m + &

Se le due radici z1 e zp di
a(z) =1—a1z —a»z°> =0

sono tali che |z;| > 1 ¢= 1,2 allora il processo
e stazionario.

p=mataiptap = p=1

= Yi=p(l—-a1—az)+a1Y;_1+axYi o+¢
= Yi—p=a1(Yi—1—n) +ax(Yeo—p) + &

Allora per k > 1
Yk = A1Vk—1 + a2Vg—2
Pk = Q1Pk—1 T Q202

pr=a1+agp1 = p1= 14
p2 = aip1 +ao
Yo = a171 + a2y2 + 02 = a1vop1 + axvop2 + 02

_ (1 —as)o?
(1+ a2)[(1 —a3) — a?]

= 70
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AR(p)

p
Yi=m+ _Zl a;Ye—; + €t
1=

(1- 3 L)Y = a(L)Y; =m+ e

1=1
Se le p radici z1,...,2p di a(z) = 0 sono tali
che |z > 14 = 1,...,p allora il processo &
Stazionario.
Ovviamente m, = 0 per k > p.
. m
h= l—a1—---—ap

= a1+ +app+o? k=0
a1Vk—1 Tt apYg—p k>0

Si risolve il sistema lineare di p 4+ 1 equazioni

nelle incognite vq,...,vp in funzione diay,...,ap, o~.

e Sistema di equazioni di Yule-Walker

P1 L p1 o s oppe1 | | an
P2 | _ | P1 1 p1 - pp-2 an
L op ] LPp—1 Pp—2 - p1 1 | [ap

2



ARMA(p,q)

p q

Yi =m+ _Zl a;Yi—i + '21 bje—j + et
1= 1=

a(L)Yy = m + b(L)ey

. m
o= l—a;—- —ap
e Se le p radici z1,...,2p di
a(z) =1— fj a;z* = 0 sono tali che
|z;| > 14 :Zl_,.l. ., p allora il processo e stazionario.
e Se le g radicCi z1,...,2q di

q .
b(z) =1+ > b;z7 =0 sono tali che
Jj=1

1z;| > 1,4 =1,...,q allora il processo & inverti-

bile.

e Per k > ¢ le autocovarianze (autocorrelazioni)
hanno la stessa struttura di quelle relative a un
processo AR(p)

Pk = a1Pk—1 T T+ AppPk—yp
e Per k£ > p le autocorrelazioni parziali m, hanno

la stessa struttura di quelle relative a un pro-
cesso MA(q)

21



ARMA(p, q) (2)

Un modello ARMA(p,q) si assume sempre
essere in forma ridotta, cioé si assume che le
pradici \;, i=1,...,pdia(z) =0

siano tutte diverse dalle

g radicin;, j=1,...,q di b(z) = 0.

Altrimenti, se esiste \; = n; per qualche 4, 3,
si ha che nella fattorizzazione

(T=XL) - (A =2pL) (Y —p) =
= (1 —mL)--- (1 —ngl)ey

Ssi possono semplificare i due fattori uguali.

I modello quindi si riduce al modello
ARMA(p—1,9q—1).

22



IDENTIFICAZIONE

Si assume che il modello generatore dei dati
Sia stazionario.

In questo caso dall’analisi dei grafici delle stime
delle autocorrelazioni, globali e parziali, ci si
pud fare un'idea del modello generatore dei
dati osservati.

e Se |le autocorrelazioni globali p;. si annullano
da un certo istante temporale g e le autocor-
relazioni parziali m;, decadono verso O esponen-
zialmente od oscillando col crescere di k allora
il modello candidato € M A(q).

(pr=0 k>q 7 —0)

e Analogamente se le autocorrelazioni parziali
7. Si annullano da un certo istante temporale p
e le autocorrelazioni globali p;,, decadono verso
0O esponenzialmente od oscillando col crescere
di k£ allora il modello candidato € AR(p).
(7, =0 k>p pr — 0)

23



IDENTIFICAZIONE (2)

e Se si ricade in una situazione diversa dalle due
precedenti allora si usa un modello ARM A(p, q).
Per determinare gli ordini p,g SI pOsSsSONO usare
diversi criteri fra cui AIC (Akaike, 1974) dato
da

AIC(k) 2 (T —p)Iné? + 2k

con k = p+q+2 il numero di parametri stimati,
52 |la stima della varianza delle innovazioni che
rappresenta anche |la varianza residua del mo-
dello stimato.

e In caso di NON stazionarieta , cioé quando:

1) le autocorrelazioni globali non decadono verso
0, e.g. presenza di trend

2) dal grafico della serie dei dati osservati si
nota eteroschedasticita , e.g. varianza che cresce
col tempo

3) presenza di stagionalita

bisognha trasformare la serie al fine di ottenere
una serie stazionaria.
24



TRASFORMAZIONI DEI DATI

1) Differenziazioni successive dei dati finche
non si ottiene una serie stazionaria =
ARIMA(p,d,q) processo integrato di ordine d

Y; — (1 — L)%

2) Trasformazioni di Box-Cox (1964)
(usata anche per rendere i dati gaussiani)

Yol oy g
A
T(Y:) = |
L nY; A=0

Di solito si applicano le trasformazioni con
A=0,3.

3) Destagionalizzazione tramite medie mobili

oppure incorporando le componenti stagionali

nel modello = SARMA(p,q) X (P,Q)s
a(L)A(L?)Y; = m + b(L)B(L")e

con A(L®) =1 — A{L5 — ApL%5 — ... — ApLPs e

B(L®) =1+ B1L® 4 BoL?$ + --- 4+ BoL¥*

25



STIME DI MASSIMA VEROSIMIGLIANZA
CONDIZIONATA (ai valori iniziali)

e Si assume che il processo delle innovazioni
sia gaussiano (e; IID N(0,52)).

In ogni caso le stime sono consistenti anche
senza l'ipotesi di gaussianita .

Y1, ...,y dati osservati.

e Per costruire la verosimiglianza si usano le
densita condizionate ai valori passati della se-
rie. Quindi i primi dati della serie osservata
saranno usati come valori iniziali fissi. 1 valori
iniziali delle innovazioni sono posti uguali a O
(pari al loro valore atteso).

e Di solito la procedura di massimizzazione e di
tipo numerico (grid search, Newton-Raphson,
etc.) e necessita di valori di partenza per i
parametri da stimare.

Si possono usare come valori di partenza le
stime dei parametri ottenute dalle equazioni di
Yule-Walker con i parametri del modello come
incognite e le autocorrelzioni empiriche note.

e Software statistici (e.g. E-views) calcolano
le stime di massima verosimiglianza esatta.
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STIMA AR(p)

L(Q) — fYT,YT—la“'7Yp+1|Y1""’Yp

T
= I v . .v
t=p-|—1 t| t—1s--54t—p

Y=y, i=1,...,p
Yi|Yi_1,...,Yip ~ N(m+a1Y; 1+ - +apYi_p, 02)

conéer=yt—a1y—1 t=p—+1,...,T.

e e stime sono le stesse che si ottengo da una
procedura OLS.

o AR(1)
T
L(0) = tEQ iy,

Yi=wu
Yi|Yio1 ~ N(m+ a1Yi_1,02)

e Si ottengono stime consistenti anche se
|CL1| > 1

27



MA(q)

e Si assume l'invertibilita del modello.

Valori iniziali eg =e_1 = --- = E_g+1 =
J

€1 =Yy1—m g2 = yo—m—>by1(y1 —m)
J

T
L(0) = fY1|§o tHQ fYt|5€—1,---,Y1,§o
d 2
YelYi1,...,Y1,60 ~ N(m + '21 bjet—j,0°)
j:

ARM A(p, q)
Valori iniziali

YVi=y, i=1,...,p
60:6—1:“':6—(]4-1:0

T
LO = 11 Fivis s

28



PREVISIONE (puntuale)

Sia I = {YT, Yr_1,...,Y0,Y_1,-- } l'insieme di
informazione passata su un processo {Y;}icz fino
al tempo T.

SCOPO: Prevedere il valore futuro di Yp,y,
avendo come informazioni Ip, tramite un pre-
visore YT+k|T con buone proprieta .

In particolare, si ricerca il previsore ottimo, cioé
Il previsore che minimizza |'errore quadratico
medio della previsione

EQMYrqpr) = El(Yr4k — Yo gr) ).

= Yy g = ElYr44lI7]

In realta non si possiede It e il vero modello
generatore della serie, ma solo un modello sti-
mato tramite la serie dei dati osservati {y;}]_;.

29
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o< Ilftig

OWH thrN\mW”_”._“\M”H%ﬁfﬁ@”rﬁ%_ﬁl_lrﬁ\w”_m_

I=¢ I=?
[Lr|+ds 4 F—+dalq X 4t X 4+ w3 =
b d
— [Lr|1+Ig]g = LA+ Lg

(P NyY ®

(¢) (dlenjund) INOISINTH



PREVISIONE (puntuale): Esempi

e N.B. Se si & trasformata |la serie per renderla
stazionaria o0 gaussiana le previsioni dovranno
subire la trasformazione inversa per riferirsi al
fenomeno originario.

o AR(1)
Yr4+1 = m + a1yr
Yr4o2 = m + a1yr41

o MA(1)

€1 =yY1—m

= Yr4+1=m+b1(yr —m —bier_1) =---
Yr4+2 =m

@T+k=m k> 2

e ARMA(1,1)
E1=y1—m
= Yr4+1 =m+ aryr+
+ b1(yr —aryr—1 —m —biepr_1) = -
Yr+2 = m + a1yr41
Yr+r = m+ a1yr4p—1 k>1
31



PREVISIONE (intervallare)

SCOPOQO: Determinare zj, zq, tali che
Priz; < Ypyp <xy] =1 —a con a prefissato.

e Procedura approssimata. Ipotesi:

1) il processo delle innovazioni & gaussiano
2) il modello & correttamente identificato
3) i parametri sono noti

4) Ir & disponibile

Definiamo |'errore di previsione

er+k = Yr4k — YrypT
er4k € una variabile aleatoria, funzione lineare

delle innovazioni future rispetto al tempo T (e
quindi ignote) = Eler4i] = 0.

Per ottenere l'intervallo di previsione serve la
varianza dell’errore di previsione.

1 = Yrqpr — Za2y/Varler il

Ty = ?T—I—k:|T T za/Q\/V&’[GT—HC]

con z, /o il quantile di livello /2 della dis-
tribuzione normale standardizzata.
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PREVISIONE (intervallare) (2)

e AR(1)

Var[ery 1] = Var[ery 1] = 02

Var:eT_|_2: = Var:sT_|_2 + a15T+1] — 0_2(1 + CL%)

Varlery ] = Varlepy ptajepyp 1+ ‘+alf_1€T—|—1]
= 02(1 + a% + aélL + - a%(k_l))

o MA(1)

Val’:eT_|_1: = Var:5T_|_1] =0

Var[ery o] = Var[eryo + brepy1] = 02(1 4 b%)

Varleryi] = Varlepy + biepyp_1] =
=0%(1+b3) k>1

2

e ARMA(1,1)

Var[ery 1] = Var[ery 1] = 0?2

Varlerqo] = Varlaiepy1 +epqo + biepii] =
= 02(1+ (a1 + b1)?)

33



PREDIZIONE (intervallare)

E’' possibile ottenere intervalli di previsione per
processi AR con una probabilita di copertura
migliore (soprattutto nel caso di serie di dati
osservati di lunghezza limitata) facendo ricorso
alla teoria asintotica della verosimiglianza.

e Questo metodo funziona anche quando, come

di solito accade, le ipotesi poste in precedenza
non sono tutte verificate (in particolare i parametri
non sono noti, ma stimati).

e Difetti:
1) difficolta di computazione
2) work in progress

e Si ottengono intervalli della distribuzione di
Y741)r €CON una probabilita di copertura esatta

a meno di termini di ordine O(n=3/2).
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