1.2 Stimatori

Nella pratica spesso si assume che la forma di una qualche distribuzione di probabilita sia co-
nosciuta a medo di un set di parametri incogniti 6,,...,6,. Sia z(u;01,...,60,) la funzione dei
quantili di una distribuzione con p parametri incogniti. In molte applicazioni tra i parametri
incognti si possono identificare un parametro di posizione ed un parametro di scala. Un pa-
rametro £ di una distribuzione € un parametro di posizione se per la funzione dei quantili vale
I'eguaglianza

(1.9) z(u;€,02,...,0p) =&+ z(u;0,02,...,6p) .

Si dice, invece, che o € un parametro di scala della funzione dei quantili della distribuzione se
(1.10) z(u; @, b0, ...,0p) =a x z(u;1,02,...,6p) .

Se per la distribuzione esistono entrambi questi parametri, allora vale I’eguaglianza

(1.11) z(u; §, 0, 03,...,0p) =+ a x z(u;0,1,03,...,6,) .

I parametri incogniti sono stimati a partire dai dati osservati. Dato un set di osservazioni,
una funzione 6 di queste deve essere scelta come stimatore di . Lo stimatore f & a sua volta
una variabile casuale ed ha una distribuzione di probabilita. La bonta di 6 come stimatore di 6
tipicamente dipende da quanto f si avvicina a 0. La deviazione di § da 6 puo essere scomposta



in distorsione (tendenza di dare stime sistematicamente piu alte, o piu basse, del valore vero)
e variabilita (deviazione casuale dal valore vero, che si verifica anche per gli stimatori che non
presentano distorsione).

La performance di uno stimatore 0 puo essere valutata con due misure, il bias ( “distorsione”)

e la radice dell’errore quadratico medio (RMSE), definite come
(1.12) bias(§) = E(@ —6) , RMSE(d) = {E(0 — 0)2}1/2 ,

e caratterizzate dall’avere la stessa unita di misura del parametro 6. Si dice che lo stimatore g
indistorto se bias(f) = 0 ovvero se E(f) = 0. Diversi stimatori indistorti dello stesso parametro
possono essere paragonati in termini della loro varianza: il rapporto var(é(l)) /Var(é(z)) si dice
efficienza dello stimatore 6(2) rispetto allo stimatore 61, La radice dell’errore quadratico medio

puo essere anche scritta come
(1.13) RMSE(§) = [{bias(8)}? + var()]'/? ,

da cui si vede come 'RMSE combina distorsione e variabilitd di § e d& una misura globale
dell’accuratezza della stima. Nei classici problemi di statistica in cui la stima dei parametri
¢ basata su un campione di lunghezza n, sia il bias che la varianza di f sono asintoticamente

proporzionali a n~! per n grandi (v.es. ?), per cui 'RMSE di g proporzionale a n~1/2,



STIMA DEI PARAMETRI

Esistono diversi metodi per la stima dei parametri:
» Metodo grafico di interpolazione su carta probabilistica.
* Metodo dei momenti.
* Metodo della massima verosimiglianza.

* Metodo degli L-Momenti.

METODO DEI MOMENTI.

Consiste semplicemente nell’eguagliare i momenti della popolazione ai momenti della serie.
Poiché i momenti della popolazione sono funzione dei parametri, basta considerare tanti momenti
quanti sono i parametri da stimare e risolvere un sistema di » equazioni in r incognite (7:

numero dei parametri da stimare) dando ovviamente preferenza ai momenti di ordine minore.



1. DISTRIBUZIONE NORMALE.

Due parametri da stimare ue o.

Ebﬂ=;{

var|x]= 0’

A partire dai valori (X . G X, )della serie si calcola:

— Exi
[ ] X =

n

. S2=2(xi_)_c)

n-1

Sistema di due equazioni in due incognite:

N A2 2
U=x o =5



2. DISTRIBUZIONE LOG - NORMALE.
Y=InhX

Due parametri: u e O,

Due momenti della popolazione: y, e (7)2(:

1
oy =Inp -0y

2

Uy
Dalla serie di dati (XI,X S geeneens X ):

2
- O =ln(1+&)

Sistema di due equazioni in due incognite:

fy, =Inx —%(ﬁ



DISTRIBUZIONE EV1 o DI GUMBEL.

Due parametri da stimare: € ed o

Due momenti della popolazione:

E[x]= U=e+ 0.57722
(04
2
varlx|=0? = 62[2



METODO DELLA MASSIMA VEROSIMIGLIANZA.
Consiste nel determinare i valori dei parametri in modo da massimizzare la funzione di

verosimiglianza:

V(XXX 50, D s ) = [ (X)) f(X) e f (X))

che e la funzione di densita congiunta del campione per osservazioni indipendenti.

La stima dei parametri i;,7%,,........17, si ottiene dal sistema di 7 equazioni in r incognite.
oV
g(xl,xz, ....... X0 D ?)=0 i=12,...... N



Stima di Massima Verosimiglianza: Distribuzione normale

. 1 RVEEIAN
V(X1,X2, .0 X3 01,62) = (271792)% exXp [_21'21( V62 ) ]

n

w1
InV = —In[276,]> — 20, (xi — 61)°
i=1

max (V) = max (InV) = min(—1InV)

§ [ 1 ¢ , . 12”
00, |26, i;(x 6)" +In(276) ] !92 i:l(x o)

n

5
56, | 26, =

=0

2

@
o

(X
|

V|

verificata se 61 = U

i 1 n " 1
Z(Xi —6))° +1n(277:92)’—7] = —— Z(x,- —60))*+ % — ( verificata se 9, = o2



Stima di Massima Verosimiglianza: Distribuzione di Gumbel

1
i=1%1 e B
6 =x— =& 1
n — 9N
i=1€¢ 72
0 n
_9 1 _ 1.
e 92 — _'Ze szl
n

i=1

con n=numero di dati del campione.

Il valore a primo membro e determinato sulla base di un valore di tentativo
assegnato al secondo membro. Il procedimento si arresta quando i due valori
differiscono di una quantita inferiore alla tolleranza assegnata (per es. 0.001 per
0,).

Il primo valore di tentativo potra essere quello derivante dalla stima dei momenti.

La correzione che si puo apportare ad ogni tentativo per accelerare la convergenza
puo essere quella suggerita da Gumbel: 62(3) = 62(2) 4 (62(1) — 62(2))/3



| -momenti

Gli L-momenti sono un modo alternativo di descrivere la forma
delle distribuzioni di probabilita.

Derivano dai probability weighted moments (PWM) o
momenti pesati in probabilita.

Per una variabile casuale x con funzione di probabilita
cumulata F(x) si ha

Mp.rs = E [XPLF(x)}{1 = F(x)}°]

D. Ganora L-momenti 2



L-momenti vs momenti
By = My, o = E [x{F(x)}] M, = E[(x — pu(x))']

/m x{F(x)} - f(x)dx /inf (x — pu(x))" - f(x)dx

inf

PWM — lineari nella variabile casuale (la x non & mai elevata
a potenza, ma lo € solo F(x))
Momenti — la x & elevata a potenza per r > 1

D. Ganora L-momenti 3



| -momenti

| PWM possono essere usati per stimare | parametri di una
distribuzione, ma sono difficili da interpretare direttamente

come misure di dispersione, forma, ...

Tali informazioni sono pero presenti in particolari combinazioni
di PWM

A1 = Bop — media

A = 231 — By — dispersione

A3 = 605, — 631 + By — asimmetria
A = 20063 — 30062 + 1261 — o

D. Ganora L-momenti 4



Coefficienti adimensionali

A
= — — L-CV

T N
A

T3 = B |-skewness
Ao
A

Ta = % s L-kurtosis
Ao

In generale 7, = ;\—1

D. Ganora L-momenti



Proprieta

esistenza se la media della distribuzione esiste, allora
esistono tutti gli L-momenti

unicita se la media della distribuzione esiste, allora gli
| -momenti definiscono in maniera univoca la
distribuzione (non ci sono due distribuzioni con gli

stessi L-momenti) \
?
&

> A >0 |

» |7,| <1 per tutti r >3 V|

» 255 —1)<m <1

» per distribuzioni che assumono solo valori positivi 73 €
limitato in funzione di 727 —1 <713 <1

D. Ganora L-momenti 10



| -momenti

Notazione:

X1, X2, ..., Xj...Xp campione

X(1) < X(2) < ... < X(i) < ... < X(n) campione ordinato in
Senso crescente

X1 < Xo.p < ... < Xi.p < ... < X, campione ordinato in

Senso crescente

D. Ganora L-momenti 6



PWM campionari

12



L-momenti campionari

h = by
I =2b; — by
I3 = 6by, — 6b; + by

Iy = 20bs — 30by 4+ 12b; — by

D. Ganora L-momenti

13



Diagramma diagnostico di Hosking e Wallis
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r bound of 74 as a function of 73, given by Eq. (2.45).
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Stima dei parametri di alcune distribuzioni mediante gli L-momenti

La procedura per la stima dei parametri ¢ analoga a quella utilizzata nel metodo de1 momentti:
gli L-momenti teorici vengono equiparati a quelli campionari. Invertendo la relazione tra
parametri e L-momenti si ottengono i parametri.

Distribuzione Normale Distribuzione di Gumbel
0 7:—01
_1/x—01,2 P 2
f(a) = =20 Fla)=e 7
92 V2 xr—0q
P )
. - ¢ —E€
flxr) = g€ 2

o(F) = 601 + 6,071 (F
t(F) =01 + 6071 (F) 2(F) = 0y — 03 In[— In(F)]

L-momenti Parametri L-momenti Parametri

/\1 - 91 /\1 — (‘)1 + () 577292

Ao = 0, 564205 01 =M\ Ao = s log 2 b1 =AM —0,5772(A2/ log 2)
73 =0 Oy = /2 )\ 3 = 0, 1699 Oy = Ao/ log 2

74 = 0.1226 7 = 0.1504



Stima dei parametri di alcune distribuzioni mediante gli L-momenti

Distribuzione Log Normale

B 1 1 (Inz— 6, 2
fX@>—1@”@%wm[§( - )]

ZL'(F) = exp [01 -+ 92¢_1<F>]

65 > 0

L-momenti

L1 = exp(61 + 62/2)
Ly = "1193/2 [28(65/v/2) — 1]

Parametri
61 =Inl, — 62/2

6 = V2ol (1plh)

Distribuzione GEV

F(r) = exp [_ (1 B Z_i(x - 91)>1/93]

o(F) = {

L-momenti

Li=06+ 92[1 — F(l + 03)]/93
Ly = 02(1 — 279 (1 + 63)] /63

13=2(1-3%)/(1-27%)-3

_ 5(1—4-%3)-10(1—3—93)4-6(1—2—93)

04 —1—62[1 — (—111F)03]/(93 ;
01 — 62 In(—In F) ,

= (1—2-%)

B £ 0
63 =0

Parametri

05 ~ 7.8590¢ + 2.9554¢>

c= -2 __ _ In2
I 3+l;;/12 In3

1,05
1-2-% 51‘(1+f§§;)

6=t - % (1-T(+65))



