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Verifica e scelta del modello probabilistico 
 

Introduzione 
L’elaborazione statistica dei dati comporta un certo numero di ipotesi, quali ad esempio la forma 

della distribuzione ed il metodo utilizzato per stimare i parametri. Data una qualsiasi ipotesi 

statistica H0, occorre misurarne la validità di fronte all’ipotesi alternativa H1, anche se non  

esplicitamente formulata. Un test statistico è un procedimento che consente di decidere, sulla base 

delle osservazioni a disposizione, se accettare l’ipotesi  H0 oppure rigettarla. Si dice livello di 

significatività del test la probabilità α di rigettare l’ipotesi H0 quando essa è vera (errore di tipo I), 

mentre si definisce potenza del test la probabilità di rigettare H0 quando essa è falsa. Questa 

probabilità vale 1-β, dove β è la probabilità di commettere un errore di tipo II (accettare H0 quando 

vale H1). Si noti che, inevitabilmente, a parità di numero di osservazioni n la riduzione del livello di 

significatività abbassa la potenza del test.  

Ovviamente esiste una varietà di test che rispecchia la varietà delle ipotesi da provare. Ci 

occuperemo dei test atti a provare l’ipotesi che una data variabile casuale sia distribuita secondo una 

assegnata funzione di probabilità, noti anche come test di adattamento. Essi consistono nel valutare 

l’adattamento di una legge probabilistica FX (x) ad un insieme di n osservazioni, ossia l’ipotesi H0 

che FX (x) sia la distribuzione di probabilità da cui è stato estratto il campione a disposizione. 

 

Test basati sugli L-momenti 
 

Questa categoria di test si basa sul fatto che, per ogni distribuzione con solo un parametro di 

posizione ed uno di scala,  il  coefficiente di L-asimmetria, 
2

3
3 L

L
=τ  , è univocamente definito, ossia 

ha un valore unico indipendentemente dai parametri. In particolare, si ha per la distribuzione 

normale 03 =τ , e per la distribuzione di Gumbel 1699.0)2log(/)
8
9log(3 ≈=τ . Inoltre, la 

distribuzione dei coefficienti di L-asimmetria campionari tende asintoticamente ad una 

distribuzione normale, e la bontà dell’approssimazione normale con n piccoli è molto migliore di 

quella che si ha per il coefficiente di asimmetria classico. Queste proprietà possono essere sfruttate 

per costruire un test basato sulla distanza tra il coefficiente di L-asimmetria campionario 3τ̂ e quello 

teorico, nota la varianza di 3τ̂  per ogni distribuzione di interesse, 
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Dato un campione di dati, si determina 3τ̂ e si definisce la test statistic come 
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Z avrà una distribuzione normale standardizzata (ossia con media zero e varianza unitaria) se 

l’ipotesi H0 è vera. Per effettuare il test è quindi sufficiente confrontare il valore di Z con i quantili 

2
1 α
−  e 

2
1 α
+  di una distribuzione normale standardizzata (il test è a due code). Se 

2121 αα +− << zZz  l’ipotesi H0 è accettata con livello di significatività α, altrimenti H0 è rigettata. 

In particolare si hanno 

!
"

#
$
%

& +

=

nn

Znorm
8.01866.01

ˆ3τ  

!
"

#
$
%

& +

−
=

nn

Zgumb
7.02326.01

1699.0ˆ3τ  

che andranno confrontati, ad esempio, con i limiti –1.96 e +1.96 quando il livello di significatività è 

pari a 0.05. 

Una controprova grafica della correttezza di applicazione della procedure può venire dal diagramma 

degli L-momenti (figura 4): se il punto corrispondente ad L-skew ed L-kurt empirici è vicino ai 

punti relativi alla Gumbel o alla normale è probabile che il test venga passato. Anche questa 

categoria di test può essere utilizzata per testare le distribuzioni log-normale ed EV2, log-

trasformando preliminarmente i dati a disposizione e riapplicando la procedura vista sopra con il 

coefficiente di L-asimmetria dei dati campionari trasformati logaritmicamente. L’estensione a 

distribuzioni a tre parametri è invece complicata, dal momento che per tali distribuzioni non si 

avrebbe un unico valore di τ 3 , ma una serie di valori diversi al variare del coefficiente di forma 

della distribuzione. 
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Il test di Pearson o del χ 2 

 

Il test di Pearson richiede che il campo di esistenza della variabile x venga suddiviso in k intervalli 

che si escludono a vicenda. Se l’i-esimo intervallo è definito dagli estremi xi inf ed  

xi sup, si avrà che la probabilità che un’osservazione qualsiasi ricada nell’i-esimo intervallo, se 

l’ipotesi H0 è vera,  vale 

pi = FX (xisup )−FX (xi inf ) . 

Il numero atteso di elementi nell’intervallo i-esimo, sempre se H0 è vera,  vale pertanto npi . Il test 

di Pearson consiste nel confrontare tale numero con il numero di osservazioni che effettivamente 

ricadono nell’intervallo,  ni. Se si vogliono confrontare tutti gli intervalli contemporaneamente, si 

può utilizzare la grandezza statistica (detta “test statistic”) 
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Al crescere di n la test statistic del test di Pearson è asintoticamente distribuita come una 

distribuzione del chi-quadrato con k-1 gradi di libertà, quando i parametri della distribuzione 

ipotetica non sono stati stimati dalle osservazioni. Il fatto che la distribuzione asintotica (del chi-

quadrato) sia nota consente di effettuare il test andando a confrontare il valore della statistica 

empirica riscontrato per una data distribuzione ed un dato campione con quello della distribuzione 

teorica, ottenuto prendendo il quantile (1-α) della distribuzione del chi-quadrato con k-1 gradi di 

libertà, )1(2
1 −− kαχ . Se )1(2

1
2 −< − kX αχ  si è nella regione di accettazione del test, altrimenti 

l’ipotesi H0 viene rigettata al livello di significatività α. (vedasi Tabella 1) 

Due problemi limitano l’applicazione del test di Pearson: il primo è legato alla soggettività nella 

scelta degli intervalli di classe, ed il secondo al fatto che i parametri sono stimati dalle stesse 

osservazioni che vengono sottoposte a test. Relativamente al primo punto, specifici studi hanno 

mostrato che la potenza del test viene massimizzata quando si scelgono classi equiprobabili, 

n
kppp k ==== ...21 , con 4.02 nk ⋅= . Non conviene invece fissare il numero atteso di elementi in 

ogni classe a 5, npi = 5, come talvolta suggerito, perché tale scelta andrebbe a scapito della potenza 

del test. I limiti della classe i-esima saranno allora quantili della distribuzione F, 
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Ad esempio, per la distribuzione di Gumbel  si hanno 



 4 

xisup =θ1 −
1
θ2
ln − ln i

k
"

#
$
%

&
'

"

#
$

%

&
';      xi inf =θ1 −

1
θ2
ln − ln i−1

k
"

#
$

%

&
'

"

#
$

%

&
'  

Si noti che in tal caso la statistica X2 assume la forma 
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proporzionale alla varianza della variabile casuale ni.  

Il secondo e più importante problema del test di Pearson riguarda il caso in cui la distribuzione F 

abbia s  parametri da stimare, e che questi siano stati stimati dalle osservazioni, come quasi sempre 

avviene in ambito idrologico. In tal caso la distribuzione asintotica della test statistic di Pearson non 

può essere definita con esattezza. Tutto quanto si può dire è che, se si utilizza il metodo della 

massima verosimiglianza, tale distribuzione è compresa tra quella del chi-quadrato con k-1 gradi di 

libertà e quella del chi-quadrato con k-s-1 gradi di libertà. Si ha quindi una ineludibile incertezza nel 

definire i limiti di accettazione del test. 

In particolare si avrà che il test è sicuramente passato se )1(2
1

2 −−< − skX αχ , mentre l’ipotesi H0 

va rigettata se )1(2
1

2 −> − kX αχ . Quando invece )1()1( 2
1

22
1 −<<−− −− kXsk αα χχ , si ha che il 

test non è in grado di fornire una risposta univoca. Quando invece della massima verosimiglianza si 

utilizzano altri metodi di stima dei parametri, quali il metodo dei momenti o degli L-momenti, non 

si può neanche più affermare che la distribuzione asintotica è compresa tra quella del chi-quadrato 

con k-1 gradi di libertà e quella del chi-quadrato con k-s-1 gradi di libertà, e diventa quindi assai 

complicato effettuare il test. Se a questo si aggiunge che il test di Pearson tende in generale ad 

essere molto meno potente di altri test a parità di dimensione campionaria, a causa del fatto che i 

dati vengono raggruppati per costruire la test statistic, si comprende che l’utilizzo di tale test 

andrebbe evitato quando la dimensione campionaria è minore di un centinaio di elementi ed i 

parametri stimati sono più di due, ossia nella quasi totalità delle applicazioni idrologiche. 
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Figura 1: Rappresentazione grafica dei limiti di accettazione del test di Pearson 
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Test basati sui probability plot 

 

Un’ulteriore categoria di test di adattamento si basa sulla valutazione dell’allineamento dei punti in 

carta probabilistica. Il test utilizza il coefficiente di correlazione  r tra la serie ordinata delle 

osservazioni xi ed i corrispondenti quantili ipotetici wi, definiti come  

)(1 iXi Fw Φ= −  

dove pi è la plotting position dell’i-esimo valore nella serie ordinata. Il coefficiente di correlazione è 

definito come 
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dove x  e w  sono i valori medi delle osservazioni e dei quantili. Più elevato è il coefficiente di 

correlazione, tanto migliore è l’allineamento dei punti in carta probabilistica. Il test è quindi basato 

sul confronto di r con opportuni valori tabellati in funzione di α e di n  per la normale e la EV1. 

Tabella 2 

 
 Se r è inferiore al valore limite indicato, l’allineamento è peggiore di quello che ci si aspetterebbe e 

l’ipotesi H0 viene rigettata con significatività α. Si noti ancora che le tabelle sono costruite per 

essere utilizzate con le seguenti plotting positions: 



 7 

4/1
8/3

+

−
=Φ
n
i

i                       distribuzione Normale 

12.0
44.0

+

−
=Φ
n
i

i                     distribuzione di Gumbel 

I quantili vanno quindi calcolati come 

!
"

#
$
%

&
+

−
⋅+=

4/1
8/3ˆˆ

21 n
iNORMINVwi θθ                distribuzione Normale 

!!
"

#
$$
%

&
!
"

#
$
%

&
+

−
−−=

12.0
44.0lnlnˆˆ

21 n
iwi θθ                     distribuzione di Gumbel 

Anche in questo caso, possono essere costruiti opportuni test per la log-normale ed EV2 previa log-

trasformazione dei dati. Esistono invece sostanziali ostacoli per l’estensione del metodo alle 

distribuzioni con tre parametri.  
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I test basati sulla funzione di frequenza cumulata 
 
Un’altra categoria di test di adattamento è basata sul confronto tra la distribuzione di probabilità 

corrispondente all’ipotesi H0 e la funzione di frequenza cumulata, che è una funzione a gradini 

definita come 
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dove x(i) indica l’i-esima order statistic, ossia l’i-esimo elemento della serie campionaria ordinata in 

ordine crescente. Questa categoria di test di adattamento è basata sulla valutazione dello 

scostamento tra la distribuzione ipotetica, FX (x) e la funzione di frequenza cumulata )()( xFx n=Φ  

(vedere ad esempio la Figura ).  
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Figura 2: Scostamento tra la distribuzione di frequenza empirica cumulata )()( xFx ni =Φ  e la 
distribuzione teorica ipotizzata. 
 

Come misura dello scostamento si può utilizzare la distanza massima tra le due funzioni in valore 

assoluto, )()(max xFxFD nXn −= , nel qual caso si ha il test di Smirnov-Kolmogorov. Quando 

l’ipotesi H0 è vera, la distribuzione di Dn tende asintoticamente ad una forma nota, il che consente 
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di determinare la regione di accettazione del test utilizzando opportune tabelle in funzione del 

livello di significatività del test. Per esempio, per α = 0.05 ed n> 50 si ha che la regione di 

accettazione coincide con l’insieme dei valori Dn per cui 
n

Dn
3581.1

≤ .  Occorre però prestare molta 

attenzione all’applicazione del test di Smirnov-Kolmogorov, dal momento che i limiti di 

accettazione visti sopra valgono solo nel caso in cui i parametri di FX (x) non siano stimati 

utilizzando le osservazioni. Nel caso opposto, che è il più comune in ambito idrologico, si ha che la 

stima dei parametri tende ad “avvicinare” la funzione di frequenza cumulata alla distribuzione 

ipotetica . A titolo di esempio, si riporta nella Figura  il caso di una distribuzione empirica dei 

massimi annui dei colmi di piena sui quali è stata adattata una distribuzione a 2 parametri (in questo 

caso una Gumbel) ed una a 3 parametri (in questo caso una GEV, che corrisponde ad una 

generalizzazione della Gumbel). Si noti come la distribuzione GEV si adatti certamente meglio ai 

dati, al prezzo però di un ulteriore parametro da stimare. 
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Figura 3: Esempio di adattamento alla curva empirica di una distribuzione a 2 parametri  e di una a 
3 parametri, con  parametri stimati dal campione. 
 
 
Incrementando il numero di parametri della distribuzione stimati direttamente dal campione si 

ottengono quindi dei valori di Dn molto inferiori rispetto a prima e non si possono utilizzare le 

tabelle ottenute nel caso non parametrico per effettuare il test: il valore  limite 
n
3581.1 , che nel caso 
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non parametrico corrisponde ad α = 0.05, nel caso in cui si stimano i parametri viene invece a 

corrispondere ad un livello di significatività intorno a 0.005. Questo significa che l’ipotesi H0 

verrebbe quasi sempre accettata, rendendo sostanzialmente inutile il test. Esistono tabelle che 

riportano i limiti di accettazione corretti da utilizzare nel caso in cui si stimino i parametri dalle 

osservazioni: il problema è che però i limiti di accettazione dipendono in questo caso anche dalla 

forma della distribuzione ipotetica, e questo comporta la necessità di avere una diversa tabella per 

ogni distribuzione che si vuole sottoporre a test. In particolare esistono tabelle per la distribuzione 

normale e la distribuzione di Gumbel (che consentono di sottoporre a test anche la log-normale e la 

EV2), mentre per la Gamma a tre parametri e la GEV non esistono tabelle altrettanto semplici.  

Tabella 3 
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Tabella 4 

 

 
 

Una seconda categoria di statistiche, sempre appartenenti a questa famiglia, si basa su una misura 

dello scostamento medio quadratico tra la funzione di frequenza cumulata e la distribuzione 

ipotetica (Test di Cramer – Von Mises), 
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Se invece della media semplice si utilizza una funzione di peso atta ad attribuire maggiore 

importanza agli scostamenti sulle code delle due distribuzioni, si ottiene l’importante test statistic di 

Anderson – Darling: 
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La statistica di Anderson-Darling viene calcolata utilizzando la seguente espressione, che consente 

di evitare di dover calcolare l’integrale visto sopra ogni volta che si vuole fare il test: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∑
=

−−++−−−=
n

i
iXiX xFinxFi

n
nA

1
)()(

2 )(1ln212)(ln121 . 



 12 

Anche per il test di Anderson esistono gli stessi problemi riscontrati per il test di Kolmogorov, ossia 

si deve fare riferimento ad una diversa tabella per ogni distribuzione considerata quando i parametri 

sono stimati in base alle osservazioni. Nelle applicazioni pratiche conviene trasformare la variabile 

A2 tramite le relazioni 
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dove pξ , pβ , ed pη  sono coefficienti, diversi per ogni distribuzione, tabulati in Laio (2004) e 

riportati più sotto (Tabella 5). Nella tabella dove θ3 = k, ovvero è il parametro di forma della 

distribuzione. 

Tabella 5 

 
Una volta effettuata la trasformazione di cui sopra, l’ipotesi può essere accettata se ω  è minore di 

0.347 (con α = 0.10), 0.461 (con α = 0.05) e 0.743 (con α = 0.01) 

 

Il test del massimo valore 
 
Per dimostrare che in alcuni casi la legge del valore estremo EV1 non è adeguata a descrivere le 

scie degli estremi idrologici, si può far ricorso ad un test molto semplice, nel quale la statistica di 

riferimento è il valore massimo tra i dati del campione.  

L’ipotesi H0 da sottoporre a verifica è: “Il valore massimo Xn appartiene alla distribuzione dei 

massimi di una variabile di Gumbel”?  

Se la risposta è positiva ne deriva la necessaria conseguenza che quel valore appartiene anche alla 

distribuzione di partenza (Gumbel) che lo avrebbe generato. 
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Per la statistica Xn è semplice ricavare per via diretta la distribuzione. Infatti, come risulta dal 

procedimento di costruzione della distribuzione del massimo di n osservazioni di una variabile 

casuale, si ha: 

( )
( )[ ]NXX xFF

N
=  

Se la variabile FX(x) è una Gumbel, la distribuzione del massimo di un campione di N dati estratti 

da una Gumbel è pertanto: 
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L’espressione precedente è ancora una legge di Gumbel. Si vede infatti che:  

e−Ne
−
1
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= e−e
lnNe

−
1
θ2

x−θ1( )

 

per cui, ipotizzando una distribuzione di Gumbel con un nuovo valore modale *
1ϑ , questo risulta 

dall’equivalenza: 
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da cui risulta ancora: 
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x −θ1( ) + lnN  
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x −θ1
* = x −θ1 −θ2 lnN  

€ 

θ1
* = θ1 +θ2 lnN  

La nuova distribuzione è quindi ancora una Gumbel, ma con parametro ϑ1  incrementato: 

€ 

FX N( )
x( ) = e−e

−
1
θ2

X − θ1+θ2 lnN[ ]( )

 

In carta probabilistica di Gumbel ciò equivale a traslare la retta di Gumbel originaria della 

quantità

€ 

θ2 lnN . 

Nota quindi la distribuzione della statistica test se ne deduce l’intervallo di accettazione, in funzione 

del livello di significatività α. Se α = 5%, trattandosi di un controllo per estremi positivi, si lascia 

l’errore solo da un lato, per cui risulta che il limite di accettazione positivo per X(N) è X( =0.95). Di 

conseguenza, se il valore max osservato su N dati risulta essere superiore al valore limite al 95% dei 

massimi su N dati estratti da una Gumbel, tale distribuzione mostra di essere inadatta a 

rappresentare il campione, almeno nella sua coda positiva. Si rende quindi necessario far ricorso a 

distribuzioni più asimmetriche. 
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 Figura 4: limiti di accettazione dell’ipotesi nel test del massimo valore 

 

Applicazione del test a distribuzioni qualsiasi 

 

Si immagina che il valore osservato di X(N) corrisponda al valore XLIM . La condizione limite 

richiesta dal test è che  
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FX N( )
(XLIM ) =1−α  

Essendo FX N( )
= FX x( )!" #$

N
 vale allora 

€ 

FX (XLIM ) = (1−α)
1
N , ovvero: 

per X=XLIM deve valere: 

[FX (XLIM )]N =1−α  . 

 

Di conseguenza, dato il valore X(N) osservato del massimo, il test corrisponde a verificare se: 
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FX (X(N ) )]
N < 1−α   Ipotesi sul test soddisfatta 

contro l’ipotesi alternativa: 

FX (X(N ) )]
N > 1−α   Ipotesi sul test non soddisfatta 

 

 

Valutazione del periodo di ritorno di un nuovo evento “eccezionale” 

 

Un’applicazione pratica del test del massimo valore consente di riconoscere in modo corretto il 

periodo di ritorno associabile ad un nuovo evento di intensità particolarmente elevata. La 

circostanza è quanto mai frequente, dal momento che si presenta ogni volta che un nubifragio viene 

definito ‘eccezionale’, e se ne voglia determinare la rarità. 

In sostanza, quindi, osservato un nuovo evento’eccezionale’ X(N+1), tale da essere di entità piu’ 

elevata del precedente valore massimo, si vuole assegnare ad esso un valore oggettivo di rarità, 

attraverso l’attribuzione del periodo di ritorno. 

Si fa riferimento ad una serie storica registrata nella stessa stazione nella quale si è registrata la 

nuova osservazione. La procedura usuale prevede l’impiego della distribuzione di probabilità della 

variabile di interesse X ed il suo impiego nella determinazione di T(X(N+1)). 

 

Ci sono due possibilità: 

a) X(N+1) appartiene a FX(x) 

b) X(N+1) non appartiene a FX(x) 

 

Per stabilirlo si applica il test del massimo valore al nuovo dato, utilizzando la distribuzione F(X) 

ottenuta senza includere nella serie storica analizzata il dato X(N+1). Questo è il caso più tipico 

nell’ambito dell’attribuzione del T ad una nuova osservazione. E’ ciò che si mette in atto quando si 

estraggono le curve di probabilità pluviometrica da una cartografia già realizzata (es. AdB Po, Linee 

Segnalatrici).  

 

Affinchè il test sia positivo (caso 1) deve quindi risultare :  

€ 

FX XN +1( )[ ]
N +1

< 1−α  

Se ciò accade il periodo di ritorno potrà essere determinato come: 

 

€ 

T(XN +1) =
1

1− FX XN +1( )  
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Se invece il test ha esito negativo, la FX(x) non può dirsi rappresentativa per il valore X(N+1). Di 

conseguenza si dovranno nuovamente stimare i valori dei parametri della FX(x) includendo il nuovo 

valore. Ne risulterà una nuova funzione di probabilità cumulata F*X(x), i cui parametri saranno 

stimati su N+1 osservazioni. 

A questo punto si riapplica il test di adattamento (del massimo valore)  e sono possibili due esiti: 

i) Il test è soddisfatto. Di conseguenza è possible attribuire in modo corretto il periodo di 

ritorno ad X(N+1) mediante la relazione: 

€ 

T(XN +1) =
1

1− FX
* XN +1( )  

ii) Il test non è soddisfatto. Ciò significa che la distribuzione utilizzata non è più adatta alla 

rappresentazione dell’intero campione. E’ necessario a questo punto formulare una 

nuova ipotesi di modello probabilistico che porti il test ad avere esito positivo. 

 
 

Considerazioni finali 
 
Il problema della verifica e scelta del modello probabilistico può essere affrontato in maniera 

appropriata per le distribuzioni a due parametri, per le quali si hanno 4 test di adattamento 

affidabili: il test di Kolmogorov-Smirnov, quello di Anderson-Darling, quello basato sull’L-

skewness e quello basato sull’allineamento dei punti in carta probabilistica. Per le distribuzioni a tre 

parametri non esistono invece test altrettanto facilmente utilizzabili. Una possibile strategia ai fini 

della scelta della distribuzione potrebbe pertanto essere la seguente: sottoporre ai 4 test suddetti le 

distribuzioni normale, lognormale, EV1 ed EV2: se una distribuzione passa tutti i test, adottarla 

come distribuzione di probabilità nel seguito dell’analisi; se nessuna distribuzione passa i quattro 

test, scegliere una distribuzione a tre parametri, eventualmente basando la scelta sul diagramma 

degli L-momenti. Se più di una distribuzione a due parametri passa i test, scegliere tra esse in base 

all’adattamento visuale su carta probabilistica, oppure portare avanti le successive elaborazioni con 

più di una distribuzione. 

 

Riferimenti Bibliografici 
 

D’Agostino R.B. e M.A. Stephens (eds) Goodness of fit techniques, Dekker, New York, 1986.  

Laio F., Cramer-von Mises and Anderson-Darling goodness of fit tests for extreme value 

distributions with unknown parameters. Water Resources Research, 40, W09308, 

doi:10.1029/2004WR003204, 2004 


